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| : Généralités

1- Définition et exemples

Les espacewectorielssontdesgroupesadditifs munisd'uneloi externesur un corpsk. Voici des
exemples d'espaces vectoriels :
C espace vectoriel des complexesRur

R? R? et plus généralemel®” sur le corps des réels.
De mémeC" sur le corps des complexes ou plus généralekéstir le corpK.
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On pourraréfléchira la notion d’hypercubale dimension4, d'autantplus facilementqu'onréalisera
gue les cubes de dimension 3 sont représentés sans difficulté sur un tableau de dimension 2 !!
Partant d'un point translaté d'une longueur donnée, on obtient un segment.

Ce segment, translaté dans une direction orthogonale de la méme longueur, donne un carré.

Ce carré, translaté dans une troisieme direction, orthogonale aux deux précédentes, donne un cube.

Ce cube, translatédans une quatriemedirection, orthogonaleaux trois précédentesgdonne un
hypercube.
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Lesobjectionsrelativesaufait que cettequatriemedimensionn’existepasne sontpasrecevablesEn
effet, aucuneobjectionn'estfaite en générallors de la constructiondu cube sur la surfaceplane
constituée d'une feuille de papier ni sur le fait que tous les angles de la figure ainsi tracée sont droits.

L'argumentconsistanta dire que, certes,le cube est représentésur une surfaceplane, mais qu'il
existeunetroisiemedimensionextérieurea cette surface,estun argumentrecevablemais autorise
égalementa généralisatiorsuivante: I'nypercubeest égalementeprésentéur une surfaceplane.ll
peutétre égalementeprésent@n perspectivedansnotre espacede dimension3 (La GrandeArche
dela Défensepar exemple) Mais cesreprésentationse sontque desprojectionsen dimension2 ou
3 d'un objet quadridimensionnel.

Les structuresmultidimensionnellesabondent.ll a existéil y a quelquesannéespar exempleun
ordinateurparalléleconstituéde 65536 processeurLCesprocesseursgtaientreliésentreeux suivant
unestructurecorrespondand celle d'unhypercubede dimensionl6 ! Un hypercubede dimensionn
est I'ensembledes points de coordonnéegx, ..., X,) avecx, = 0 ou 1. Il y a donc 2" points. Le
nombrea, d'arétes veérifie la relation de récurrence :
an= 28+ 2

ce qui conduit &, = n.2"™".
Le nombref, de faces de dimension 2 vérifie la relation :

fn = 2.fn_1 +a,1= 2.fn_1 + (n—l)Z‘_z
ce qui conduit &, = n(n-1)2"°
Le nombre d'hyperfaces de dimensmil est égal arR
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D'autres exemples courants d'espaces vectoriels sont :
. N . . . P
les suites: R ou (N, R) espacevectorieldessuitesréelles,sur le corpsdesréels,ou

plus généralemelt(fN ou F(N, C) ensemble des suites a valeurs dansur le corp<C.

lesfonctions: R ou TR, R) espacevectorieldesapplicationsde R dansR, surle corps
des réels.

les champsscalairesou vectoriels Un champscalaireestdéfini par la donnéed'unenombre
en chaquepoint (x,y,2) de l'espacepar exemplele champde températureou le champde pression.
Ce n'estautre qu'unefonction de R® dansR. Un champvectoriel est défini par la donnéed'un

vecteuren chaquepoint de I'espacepar exempleles champsélectriquesou magnétiquesle champ
desvitessesdu vent... Ce n'estautrequ'unefonction de R® dansR®. L'ensembledescesfonctions

forme un espace vectoriel appelé espace des champs scalaires ou espaces des champs vectoriels.

Voici la définition générale d'un espace vectoriel :
(E, +, .) estun espacerectorielsurun corpskK si (E,+) estun groupeet si on définit uneloi externe
noté . deK x E dans E vérifiant les axiomes suivants :

OANOK, OpOK, OxOE,OyOE

DA.X+Y)=AX+Ay

i) (A + ). X=AX+ WX

i) A (LX) = AP).X
iv) 1.x = xou 1 est le neutre du produit internelde

Les éléments dK sont appelés scalaires, et les éléments de E sont appelés vecteurs.

Il estfacile de vérifier que K", I'ensembledes suitesou I'ensembledes fonctions constituentun

espacevectoriel. En fait, la définition ne serviraque pour cesensemblesle base.D'autrescritéres
sont enduite utilisés pour montrer qu'un ensemble est un espace vectoriel.

En ce qui concerne la régle iv), il faut bien prendre conscience qu'elle nedespad estle neutre
du produitde K, il n'y aaucuneraisonpour qu'il adopteuneattitudecomparablesn ce qui concerne

le produit externe. C'est le seul résultat d'un produit par un scalaire qui est donné par les axiomes.

Il résulte des axiomes que :
v) OxOE, Ox=0
ou 0O est le neutre d&(+) et (@) le neutre de (E,+). De méme :
vi) ONOK, NG =G
vii) —=1.x = —x ou —1 est le symétrique de 1 daks«) et x le symétrique de& dans (E,+).
Vi) A Xx=00 A=0oux=0

démonstration :
V) Ix=x=(1+0)x=1x+0x=x+0x0 x=x+0x0 0x=0C
Vi) A.Oe =A.(0X) = A0)x=0x=0C
Vi) Oe=0x=[1+ (-1)]x=x+ (-1)x0O (-1)x=—x
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viil) Si A.x = O et siA £ 0, alors}%.()\.x) :%.OE 0 (%)\).x =00 1x=0:0 x=0

Une fois définis des espaces vectoriels, il est possible d'en définir d'autres. Par esiéhgtle, sont
des espaces vectoriels sur le méme cKrpalors Ex F en est un aussi, avec les lois naturelles
(xy)+ K, y)=K+X,y+Yy)
A% y) = (A, Ay)

Si E est un espace vectoriel et X un ensemble, alors I'enséig)l€) desapplicationsde X dansk
est un espace vectoriel, avec les lois :

f+g:x - f(x)+9(x)

A x5 Af(X)

2— Sous—espaces vectoriels

Une facon plus rapide de montrer qu'un ensemble F est un espace vectoriel est de montrenqu'il est
sous-espaceectorield'un espacevectoriel E. Soit E un espacevectorielet F unepartiede E. F est
un sous—espace vectoriel de E si F muni des restrictiongisids E estun espacevectoriel.ll suffit
pour cela que F vérifie :
OxOFOyOFx+yOF
OANOK, OxOFAXOF

Il est par exemple inutile de vérifier gyél F O —x O F. Cela découlde la deuxiémepropriétéavec
=-1.

Il 'y a bien s0r les droites vectorielles,inclusesdansles plans vectoriels,inclus dansles espaces
vectorielsde dimensionsupérieureMais il y a aussil'espacevectoriel desfonctionspolynomiales,
inclus dansl'espacevectorieldesfonctionsindéfinimentdérivablesjnclus dansl'espacevectorieldes

fonctions continues, inclus dans l'espace vectoriel des fonctidRsddasR .

PROPOSITION :
Soit E un espacevectoriel. Une intersectionde sous—espacegectorielsde E estun sous—espace
vectoriel de E.

La démonstration est facile et laissée en exercice.

EXEMPLE:
On note C(R) I'espace vectoriel des fonction$ois dérivables ddR dansR. Alors l'intersectionde

tous ces sous—espacegectoriels est un sous—espaceectoriel noté C°(R), espacevectoriel des

fonctions indéfiniment dérivablessur R. C(R) est différent de C'(R) (prendre|x|). C'(R) est
différent de G(R) (prendred.sg)).

3— Sous—espace vectoriel engendré par une partie finie

Une troisiemefacon de définir un espacevectoriel est de le définir comme sous-espaceectoriel
engendréar une partie. Soit M = {x, ..., X;} une partie d'un espacevectoriel E. Considérong~
I'ensembledescombinaisondinéairesde la formeAx; + ... + ApX,, avecA; U K. Il estfacile de voir
que :
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i) F est un sous—espace vectoriel de E.
i) Si G estun sous—espaceectorielde E contenantM, alorsF estinclusdansG. F estdonc
le plus petit sous—espace vectoriel de E contenant M.

Ondit queF estengendrégarM ou queM estun systemegénérateude F ou unepartiegénératrice
de F. Si F = E, on parle simplement de partie génératrice (sans préciser de E).

EXEMPLE:
0 K" est engendré par lesuplets (1,0,0,...,0), (0,1,0,...,0), ..., (0,0,0,...,1).

0 DansC°(R), et soit n un entier. Les fonctions1, x, %, ..., X" engendrente sous—espace
vectoriel des fonctions polynomiales de degré inférieur ou égal a

4— Dépendance et indépendance linéaire
a) Considérons darR* les deux parties suivantes :

1B,
SRty

L GBRL R,
VTR s

Ces deux parties engendrent le méme sous—espace vectoriel, car :
X=V-U Y=V+U Z=-V+2U
ce qui prouve que le sous—espace vectoriel engendiMegsrinclus dans celui engendré par M: Et

:% (Y=X) V =2X+Z

ce qui prouve gue le sous—espace vectoriel engendré par M est inclus dans celui engendré par N.
Les vecteurs de ce sous—espace vectoriel F peuvent s€trrbV (i) ou aX + bY + cZ (ii).
Considérons un vecteur de composartgstz A quelle condition appartient—il a F ?

Avec la combinaison linéaire (i), un vecteur appartient a F si et seulement si

-y

Ax=a+2b Eb 3
Oa, Ob, Oy =3b - Oa0b[],-,.Y
HBz=a-b a=z7%3
X=z+y

La condition nécessaire et suffisante cherchée a l'existence esty, équationdu planvectorielF.
On remarquera par ailleurs que pour tout vecteur de F, les coeffeietiissont uniques.

Avec la combinaison linéaire (i), un vecteur appartient a F si et seulement si

x=a+3b Da x¥3b
Oa, Ob, Oc, 0y=3a+3b-3c - [Oa, Ob, DCDC—— +x—-2b
Hz=-2a+ 3c D
Z=X-Y



La condition nécessairet suffisanteestla méme.Cependant|es coefficientsa, b, ¢ ne sont pas
uniquesll enexisteuneinfinité. Celaestlié aufait que,dansle deuxiemecas,F estdéfini partrois
vecteurs alors que deux suffiraient. Cela introduit un coefficient supplémentaire arbitraire.

Dansle cas(i), les vecteursU et V sontdits linéairementindépendantspu bien (U,V) forme un
systemelibre. Dansle cas(ii), les vecteursX, Y et Z sontdits linéairementdépendantspu bien
(X,Y,Z) forme un systemdié. Cettedeuxiemeterminologieprovientdu fait qu'il existeunerelation
de liaison entre X, Y et Z:

3X-Y+2Z=0

b) PROPOSITION-DEFINITION
Soit(Vs, Vs, ..., W) un systeme de n vecteurs d'un espace vectoriel E. Il y a équivalence entre :

n

i) Toute combinaison lineéaire ¥4, Vs, ..., ) s'écrit de maniere unique sous la forﬁd\i Vi
=1

i) OO ., A) DK, Y A Vi=0e0 00, A =0.
=1

Un tel systéme est dit libre.
Un systémequi n'est pas libre est dit lié. Il existealors (A1, ..., Ay) non tous nuls tels que

i)\i\/i:OE.

=1

On prendra garde a différenciesn tous nulgttous non nuls

Démonstration :

i) O ii) : résulte de l'unicité de la décomposition de 0

i) O i) : semontreen supposangu'il existedeux décompositiongpossiblesd'un vecteurW. On a
alors :

W:Zl}\ivi:ZlHiViD Zl(}\i_l-li)vi:OE

O O i, }\i —Hi = 0
ce qui prouve bien l'unicité de la décomposition.

c) PROPRIETES
Soient A et B deux systemes de vecteurs :

NEOAD Alié.

i) Alieet ADBO Blié.

i) V£0e 0O (V) libre.

iv) A libre et B1 A O B libre.

v) A liéd il existe un des vecteurs de A combinaison linéaire des autres.

5—- Bases

Un systemefini de vecteurslibre et générateurs'appelleune base.Tout vecteurde E s'écrit de
maniére unique comme combinaisonlinéaire des vecteursde la base.Les scalairesde cette
combinaison sont les composantes du vecteur.
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EXEMPLES
0 Une base dK" est (1,0,0,...,0), (0,1,0,...,0), ..., (0,0,0,...,1), dite base canonique.

0 Une base des polynémes de degré inférieur ou dgastil x, X, ..., X"

O Si E et F sontdeuxespacevectorielsde basegespectivege,, ..., &) et (fi, ..., f,), alorsE x F
admetpourbase(e,, Og), ..., (&, OF), (Og, fi), ..., (Og, fn). En effet, tout couple(x, y) de E x F avecx

'Mv

Aie ety = Z yif; se décompose de maniéere unique sous la forme :

1=1

(x.y) = z A (e, ) +F§l s (Oc, )

On adonc dim & F = dim E + dim F, formule qu'on retrouve implicitement dans :
Nn+p=dmR"™ =dimR" x R°=dimR" + dimRP

6— Relation de liaison

La méthodeci—-dessoupermetde rechercheunerelationde liaison. On supposdes W; donnéspar
leurs coefficients. On fait des combinaisons de facon a disposer d'un triangle de 0.
Wl W2 W W W5

0 0,0 0,0 030 040
0 M0 00 o0 00
[] (0 O O30 OO0

On fait descombinaisongntrechaqueW,, i = 2, et W; de fagcona disposerdeszérosen premiére
ligne (Si W, possédaitun zéro en premiereligne, le permuteravec un vecteurayantun premier
coefficient non nul. Si tous les vecteurspossedentune premiére composantenulle, passera la
deuxieme ligne)

W, Wo—W, Ws—W, W—2W, Ws—=W;
0 Mo o oo o0
0 0,0 0p0 o 070
[] D_l 0 Os0 Osd OOsld

On fait de mémedescombinaisondinéairesentrele deuxiemevecteuret chacunde ceuxqui suivent
de facon a disposer des zéros en deuxieme ligne.

W, Wo—W, Wsz—W, W+3W—5W,; Ws+2Wo—3W,;
0 MO0 03O0 OO 02 O
[] D_z |14 U D—S D-3
] L0 Oall [lell 1701
On itere.



W, W-W;  Wz-W,  W,+2W3+W,-5W; 4AWs+3W3+5W,—12W,
0 Mo 030 Og O Og O
0 0,0 0,0 O, O O, O
O a0 a0 Ll140] [laol]
W, W-W; Wz-W,  W,+2W3+W,-5W; 28Ws—20W,—19Ws+15Wo+16W,
0 Mo 030 Og O 0
0 0,0 0,0 O, O O
O a0 a0 Ll140] []

La relationde liaisonest28Ws—20W,—19W5+15W,+16W; = 0. Si ala fin du processuspn n'obtient
pas le vecteur nul, c'est que les vecteurs forment un systéme libre.

Il : Espace de dimension finie

Un espacevectoriel est dit de dimensionfinie s'il estengendrépar une partie finie. Le but de ce
paragraphesst de montrerque toutesles basesde cet espacevectoriel sont constituéesiu méme
nombre de vecteurs. Ce nombre s'appellera dimension de I'espace.

1- Théoréeme fondamental

THEOREME :

Soit E un espacevectoriel engendrépar le systemgVi, V,, ..., V) et soit (Wi, Ws, ..., W) un
systéme. Si ce systéme est libre, alors p est inférieur ou égal a n.

Autre formulation : si p est strictement supérieur a n, af@évs W, ..., W) est un systeme lié.

Démonstration
La démonstration se fait par récurrencersiBoitp > n.
[0 Cette propriétéestvraie pour n = 1, car si (W3, W,) sont deux vecteursd'une espace
vectoriel engendré par (V), il existeet 3 tels que
W;=aV et W, =V
Si les deux coefficients sont nuls, alors le systeme est lié. Sinon, on a
BWl —-oW,=0
et le systeme est lié.

[0 On supposda propriétévraie pour n—-1 et on la montre pour n. Soit (W, ..., Wp) un
systeme d'un espace vectoriel engendré par.(VV,), avecp > n. Ecrivons les vecteurs \War leur
colonnede composanteselon(Vy, ..., V) (Cescomposantepeuventne pasétreuniquessi (Vy, ...,
V) est lié).

Wl W2 Wp

8 B8 . oef
3.0 0.0 0,0

Si tous lesay; sont nuls, alors les Vdppartiennent efait au sous—espaceectorielengendréar (Vo,
..., V). D'apres I'hypothése de récurrence, lg$awhent bien un systeme lié.

Sinon,l'un desay; estnon nul, parexemplea;;. On annulealorsla premierecomposantelesautres
vecteurs :
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W, aWr—a Wy ... anWp—aypW,

] Qg PO
I 0 B R 00
4, [ 0.0 0O

Les p—1 derniersvecteurssont combinaisongles n—1 vecteurs(Vy, ..., Vy). Or p-1 > n—1 donc
I'hypotheseale récurrences'applique ils sontliés. Il existedoncdescoefficientsh; nontousnulstels
que :

)\2(&11W2-&12W1) + ... +)\p(a11Wp—alpW1) =0
< —()\2312 + ... +)\pa1p)W1 + )\2&11W2 + ... +)\pa11Wp =0

On obtientune combinaisorinéaire nulle desW;. Pourvoir quele systemedes(W;) estlié, il suffit
des'assurequel'un descoefficientsestnonnul. Or le coefficientde W;, 2 < i < p, vautAja;, etl'on
sait que I'un des; est non nul et qua; est non nul.

2— Théoreme de la dimension des bases

THEOREME
Soit E un espace vectoriel engendré par une partie finie. Alors E admet une base, et tbasssles
de E ont méme nombre de vecteurs. Ce nombre s'appelle la dimension de E.

Démonstration

Existenced'unebase: Si (Vy, ..., V) engendree et si ce systemeestlibre, il forme unebase S'il est
lié, 'un desvecteursparexempleV, estcombinaisorlinéairedesautres.l n'‘estpasdifficile de voir

que(Vy, ..., Vn1) resteun systemegénérateude E. Onitére le procéd§usqu'aobtenirun systeme
générateur libre. Cette méthode est constructive.

Dimension des bases : Soieni,(\V., i) et (W, ..., W) deux bases. Alors, d'apres le:1)
O (Vy, ..., Vh) est générateur et (WV..., W) est libre donp < n.
O (Vy, ..., Vo) estlibre et (W, ..., W,) est générateur domc< p.

Doncp=n

CONSEQUENCES:
i) (Wi, ..., W) libre0 n<dim E
i) (Wi, ..., W) générateur] n=dim E
i) (W4, ..., W) basell n=dim E
iv) n >dim EO (W, ..., W) lié
V)(W, ..., W) libre et n = dim EJ (W, ..., W) base
vi) (W, ..., W) générateur et n = dim B (W, ..., W) base

Démonstration
i) résulte du théoreme fondamental.
ii) aussi.
i) est la définition de dim E
iv) est la contraposée de i)
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v) PourtoutV deE, (Wy, ..., W, V) estlié (d'aprésv). Doncil existedy, ..., 0, 0 hontous
n

nuls tels queZui W, + a V = 0. Il estfacile devoir quea estnécessairememon nul, sinontousles
1=1

0; seraient nuls. Donc V est combinaison linéaire dgegjW forme donc un systeme générateur.
vi) Si le systéeme est li€, on pourrait supprimer un des vecteurs combinaison linéaire des autres
tout en gardant un systéme générateur. Cela imposerait que dim E soit inférieur a

Les points iv) et v) sont particulierement utilisés.

4— Théoréme de la base incompléte

Un autre moyen de former une base est le suivant :

THEOREME

SoitE un espacevectorielde base(V, ..., Vi), etsoit (W, ..., W) un systeméibre. Alorsil existe
n—p vecteursparmilesV, tel quele systemeconstituéde cesn—p vecteursV; et desW forme une
base de E.

Démonstration

Par unraisonnemen&nalogueauvi) du paragraphgrécédenton voit que,sip < n, il existel'un des
Vi tel que (W4, ..., W,, V) soit libre. (Si tousles systemesontliés, on montreraitcommedansla
conséquencei) du paragrapherécédenguelesV; sontcombinaisorinéairedesW;, et doncque
les W; sontgénérateurs)En notantW,.; = V;, on itere le procédégusqu'aobtenirn vecteurslibres
W,. lIs forment alors une base. Cette méthode est constructive.

EXEMPLE: DansR*, on prend la base canonique,(\., Vi) et le systéme libre suivant

Wl W2
0 00
0 DO
[] Lo [

Le compléter en une base Ré.
(Wl, W, Vl) est lié
(Wl, W, V2) est lié
(Wi, Wy, V3) est libre
(Wi, Wy, V3, V,) est libre. Ces quatre vecteurs forment une base.

5— Dimension d'un sous—espace vectoriel

PROPOSITION

SoitF un sous—espaceectorield'un espacevectorielde dimensiorfinie. Alors F estde dimension
finie et dim F< dim E.Si dim F =dim E, alors F = E.

Démonstration

Parmi tous les systembigresde F, on enchoisitun maximal.Le nombredesvecteursde ce systeme
estnécessairemeirtférieura dim E. Parailleurs,étantlibre et maximaldansF, il forme unebasede
F.

Si F est un sous—espace vectoriel de E et si dim F = dim E, alors F = E, puisqu'une base de F étant ur
systeme libre, possédamt dim E vecteurs est aussi une base de E.
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Un sous—espaceectoriel de dimensionl est une droite vectorielle. Un sous—espaceectoriel de
dimension2 est un plan vectoriel. Un sous—espaceectoriel de dimensiondim(E) — 1 est un
hyperplan vectoriel.

6— Rang d'un systeme de vecteurs
On appellerang d'un systemede vecteursla dimensiondu sous—espaceectoriel engendrépar ce

systemeC'estdoncle nombremaximalde vecteurdinéairemenindépendantguel'on peutextraire
du systeme. Un tel systeme libre maximal forme une base du sous—espace vectoriel.

Ill : Somme de sous—espaces vectoriels

1- Somme de deux sous—espaces vectoriels
DEFINITION
Soit E un espace vectoriel, de dimension finie ou non, F et Gsdesxespacesectorielsde E. On
appelle somme de F et G I'ensemble défini par :
F+G={z|OxOF OyOG,z=x+}.

F + G estle sous—espaceectoriel engendrépar la partie F [1 G. C'estle plus petit sous—espace
vectoriel contenant F et G.

2— Somme directe de deux sous—espaces vectoriels

On s'intéresse a la question de savaimps&ut se décomposer de plusieurs fagconsladasmex +y,
x O F,y O G. Si la décomposition est unique, la somme est directe.

EXEMPLEL :
E de dimension 3, de basej( k).
F plan engendré pai, { —1i)
G plan engendré pak,(j + k)
La somme n'est pas directe car :
—i+j+tk==i+j+k==i+j+k

w a ya a

UF O UF OG

EXEMPLE2 :
E de dimension 3, de basej( k).
F plan engendré pai, { + k)
G droite engendrée pgr{k —i)
La somme est directe car :

X +3] + 2 = S0+ + 2042 +K) +30-2G —k -

etil n'y a pas d'autre possibilité.

PROPOSITION
Il y a équivalence entre :
i) Fn G={0}

i)x+y=0etxOF,yOOGO x=y=0
iii) Tout z de F + G s'écrit de maniére unique x + yJ ¥, yO G.
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Démonstration
i) O i)
Six+y=0, alorsx=-y est élément de F et de G, donc est nul.
i) O iif)
Siz=x+y=x+yavecxOF, X OF,yOG,y 0G, alors :
XX +y-y' =0 avex—X O F ety—y' 0 G, doncx—X =y-y' =0

iy O i)

SizOFn G,zpeuts'écrire=z+0=0+z
OF OG OF OG

La décomposition étant unigues 0.

Si unesommeestdirecte,on noteF [0 G aulieu de F + G. La propriétéi) estla plus couramment
utilisée pur montrer que deux sous—espaces vectoriels sont en somme directe.

3— Supplémentaires

On appelle supplémentaire de F un sous—espace vectoriel G tel quel E=Cela signifie :
i) Toutzde E est somme d'un élément de F et d'un élément de G.
i) Cette décomposition est unique.

Oou encore que .

NVE=F+G
i) F n G={0}
EXEMPLE:

Soit E = &(R), onnoteP I'ensemblalesfonctionspaireset | 'ensemblelesfonctionsimpaires.Ces

deux ensemblessont deux sous—espacesectoriels supplémentairesie E. Toute fonction se
décompose en partie paire et partie impaire. On considérera par exemple le cas de I'exponentielle.

On peutdéfinir alorsle projecteurp de E sur F parallelement G et la symétries par rapporta F
parallelementa G :
E - E
z=X+Yy - p(2) =x
OFOG s(2 =x-y

4— Cas de la dimension finie

PROPOSITION
Si E est de dimensionfinie et si F est un sous—espacevectoriel de E, alors il existe un
supplémentaire G de F. Tous les supplémentaires ont pour dimension dim E — dim F.

Démonstration :

Si(Vy,...,Vh) estunebasede E et (W4,...,W,;) unebasedeF, le theoremeale la baseincomplétenous
permetde compléterla basede F par n—p vecteurspour former une basede E. Cesn— vecteurs
engendrent un sous—espace vectoriel G qui sera supplémentaire de F.

PROPOSITION
-13-



SoitF et G deuxsous—espacegectorielsde dimensionfinie d'un espacevectorielE. Alors F + G
est de dimension finie et :

dim (F+G) = dim F + dim G — din{F n G).

Démonstration

On notera I'analogie avec la formule Card{A) = Card(A) + Card(B) — Card(A B)

On choisit une base, ...,uy) deF n G, quel'on completeenunebase(uy, ..., U, V4, ..., Vg) deF et
(Ug, ..., Up, Wy, ..., W) de G. On vérifieraalorsque (u, ..., Uy, Vi, ..., Vg, Wi, ..., W) estunebasede
F+G.

En particulier :

i) dim (FO G) =dim F + dim G

ii) Si FetG sontensommedirecte,unebasede F [1 G s'obtientenréunissantinebasede F
et une base de G

i) Inversementsi on scindeune basede E en deux systemedlisjoints, cesdeux systemes
engendrent deux sous—espaces vectoriels supplémentaires.

IV : Espaces Affines

1- Définition
Considérond'ensembledescomplexesC. Un complexez = a + ib peutétre considérécommeun

vecteur(on parle du vecteurd'affixe Z) ou commeun point (on parle du point d'affixe z). Mais il
s'agit du méme complexe Celui-ci peutdonc,augré del'utilisateur,étreun point ou un vecteur.ll

]

enestde mémede R?® dontles élément Hpeuventétre considérezommeles composantes'un

vecteurou les coordonnéesi'un point. C'estseulement'utilisateur qui va déciderdu regardqu'il
porte sur ce triplet. On peut évidemmentgénéraliserce point de vue a R", mais égalementa
n'importe quel espacevectoriel. Les élémentsd'un espacevectoriel peuvent étre considérés
évidemmentcommedes vecteurs,mais dansce paragraphenous allons égalementes considérer
commedespoints.Seposealorsla questionsuivante: si a et b, élémentde E sontdespoints,quel

estle vecteurqui lesrelie ? Si on regardece qui ce passadansR ?, le vecteurreliantA % Ea B % E

]

'—X
n'estautreque %_yﬂ autrementit, B — A. On procederale mémedansle casgénéralDansE, le
A

vecteurrelianta a b estle vecteurb — a. Pour conserveies notationsusuellesen géomeétrie nous
noterondes élémentsle E avecune majusculelorsqu'onles considerecommedespoints (A et B).
Le vecteurAB n'est autre que B — A.

On a alors les propriétés, bien connue en géométrie :

[ Le relation de ChaslesAB + BC = AC puisque B—-A+C-B=C-A.

[0 Pourtout point A de E, I'applicationM - AM estbijective. Saréciproqueestl'applicationqui, a
un vecteuw de E associe le point M tel gaé = v, autrement dit, M — A ¥, cequenousnoterons
aussi M = A +v et qui est le translaté de A par la translation de veuteur

-14-



Voici un exemplemoins habituel d'espaceaffine. Lorsquel'on résoutune équationdifférentielle
linéaire a secondmembrenul, on trouve que I'ensembleZ dessolutionsestun espacevectoriel de

dimensionégalea I'ordre de I'équationdifférentielle. C'estune droite vectorielle pour une équation
différentielle du premierordre, un plan vectoriel pour une équationdifférentielle du secondordre.

Lorsquele secondmembreest non nul, la solution générales'obtienten ajoutanta la solution

généralede I'équationhomogenainesolutionparticulierede I'équationavecsecondmembre Soit A

I'ensembledes solutionsavecsecondmembre,et yo un élémentparticulierde A. A et Z sonttous
deuxinclusdansl'espaceE desfonctions.Z estun sous-espaceectorielde E. Mais A estconsidéré
commesous-espacaffine. Il esten effet judicieux de considérersesélémentscommedes points.

Deux élémentsy; ety, de A sontde la formey, + z ety, + %, avecz et z élémentsde Z. La

différencey, — y; estalorsun vecteur,élémentde Z. De mémeque I'on obtientun point M d'une
droite affine a partir d'un point jle cettedroite et d'unvecteurU colinéairea un vecteurdirecteur,
de facon qué&J = MgM, de méme on obtient une solutipdeA a partir d'une solutioparticuliereyy

et d'un vecteur dg, z, de facon que =y — VY.

2— Barycentres

PROPOSITION :
Soit (A) une famille de n points d'un espaceXg} i réels. Alors :

i) Si > Ai =0, l'expressiory A\iAM ne dépend pas de M
=1 =1

n n
i) Si z Ai # 0, alors il existe un unigue point G tel quez A AG = 0. G s'appelle
=1 =1
barycentre des points Affecté des coefficienks.

Démonstration :
i AMAAM =) Ay(M =A) == A A ne dépend pas de M
) Zl Zl ( ) Zl pend p

n

ii) On noteraA = 3 \i.
1=1

A AGZ 0o S A(C_A) o AC_SAA - Gc=LlS) A
;)\.A.G—O ;)\.(G A) - AG ;)\.A. G A;)\.A.

Si le lecteura un doutesur la validité desnotationsqui précédentil prendrauneorigine arbitraireO
et écrira.

A AG = S\ (OG — OA) o S AOA - 0G=1F ) OA
> MAG=0- 3 \(0G-0A) - NOG~3 AOA - 0G==5 X OA

L'expressiortrouvéepour G entraineégalementjuele barycentreestinchangdorsquel'on multiplie
tousles A; par une mémeconstantenon nulle. En particulier,on peut diviser tous les A; par leur
somme, et se ramener ainsi a Niedont la somme vaut 1. G prend alors la forme simple :
n
G= }\iAi
Si tous les coefficients sont égaux, on parle d'isobarycentre.
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EXEMPLES
[J Le centre de gravité en physique

[ L'indice desprix (lesinformationsci-dessouslatentde quelquesannéesElles ont pu étre misesa
jour depuis): il s'agitd'unbarycentregportantsur 295 articles.A; estle prix de l'article n°i, et A; son
coefficient de pondération. On a par exemple :
A = 10000
Ai = 106 pour le pain
=12 pour le boeuf haché
=5 pour les impernadles
=59 pour les téléviseurs
= 299 pour l'automobiles

[J Les distributions de charges unipolaires
On consideredescharge<tlectriquesy disposée®n despointsA;. Si Y g estnon nulle, alorson
parle de distribution unipolaire.A grandedistance Ja distribution de ceschargesest équivalentea
une charge unique égalé &, disposée au barycentre G dgesnunisdescoefficientsg. Cherchons
I'erreurcommisesur le potentielélectriqueV enun pointM éloigné.Notonsr; le vecteurGA, etr le
vecteurGM. On a :

AM? = (GM —GAi)Z = GM? — 2<GM, GA> + GA?

=r® +r/° — 2<GM, GA>

2 (1+ 2r<r r>)
1 1 2 —2<1, 1> 112
o AMTT PR
:—(1+<r r>+0<r—z)>
— <rre>
orygri=0

O V(M) = 4T?£0r + Oég)) sion note Q 3 .

[J Les distributions de charges dipolaires ou multipolaires

Reprenonsexempleprécédentmaisavec) g = 0. NotonsP le barycentredeschargegositives,et
N le barycentredes chargesnégatives.Si ces barycentressont distincts, la distribution est dite
dipolaire, sinon elle est multipolaire. Considéronde casd'unedistribution dipolaire. Reprenonde

développement limité en notant cette fois= OM ou O est le milieu de [PN], et= OA..

1
iM’
__( 2 _2<r, ri>)_ 1/2
M r r?
<r, r;>
== (1 +_2_r + 0(;2))

Le potentiel créé par les chargespositivesest, en se limitant dansla sommeaux indicesi pour
lesquelsy > 0 :
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. <r, r>
Or qri = QOP, en notantQ la sommedeschargesposﬂwes(et donc—Q estégala la sommedes
charges négatives).

0 V(M) = Q Q<rOP>+Ol
(M) 4TtEr 4T[sor QTS)

De méme, le potentiel créé par les charges négatives est :

V(M) = — Q _Q<r,ON>+Ol
M) ATESr  ATEgr® QTS)
Le potentiel total est :
_ Q<r, NP> NP>
V(M) = V(M) + V(M) = e Ogg)

Au termeO(Flg) prés,il s'agitdu potentielélectrostatiqueréépar un dipdle de chargeQ disposéen

P et —Q disposéen N. Le momentdipolaire est QNP. On remarqueraque le vecteur QNP est
précisément égal a gA;, c'est-a-dire au vectedrgMA; indépendant de M puisqleq = 0

Si N et P sont confondus, le potentiel est er%)@as de la distribution multipolaire).

ASSOCIATIVITE DU BARYCENTRE
Soit Gbarycentredes(A;, Aj)ioi. On partitionnel enk partiesdisjointesl;, ..., Iy, defagonque,pour
touti, le barycentreG; des(A;, Aj)ini, soit défini (il suffit pour celaquela sommem desA; pour j

élément de soit non nulle). Alors G est le barycentre desrtQou. .«

Démonstration
On a en effet, en supposant gua; =y m=1:

imei:i_klénz A,E:;J%AA, S NA=C
o™ O

Cette propriété facilite parfois le calcul du barycentre en fractionnant les difficultés.

BARYCENTRE EN PHYSIQUE
n

La propriété z AiGA; =0 joue un role fondamentalen mécanique,lorsque les coefficients A;
1=1

représentent les massasdespointsA;. En effet, dansbiendescas,un ensemblale pointsmatériels
peuvent étre remplacés par le barycentre. Cela apparait dans les théoremes de Koenig.

Théoréme de Koenig pour le moment cinétique
Le momentcinétiquepar rapporta un point O d'un systemede n points matérielsA; de massem,
animeés d'une vitesdg dans un repére donné vaut :

n
Lo= Z OA Um V,
1=1
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(OG + GA) Om V,

I
AM >

n
OGOmVi+ > GA OmV;
=1

I
AM >

n n
=0GOY mVi+5> GA Im YV,
=1 =1
n n
Or de I'égalitez AiGAi =0, on tire, en dérivant par rapport au tempsm (V; —Vg) =0
=1 =1

n n
O mVi=> mVs=MVsennotant M = m
i=1 =1

N

1
Ainsi :

n

Lo=0GOMVs+ 5> GA OImYV,
=1
=OGOM Vg +Lg

Le momentcinétiquedu systémepar rapporta O estla sommedu momentcinétiquede G par
rapporta O et du momentcinétiquedu systemepar rapporta G. A noterque ce dernierpeutétre
calculé a l'aide des vitessesinitiales V; aussibien gqu'a l'aide des vitessesrelatives au point G
Vi =V — Vg, puisque :

n n
Z GA Um v :Z GA OUm (V, —VG)
1=1 1=1

n n
S GA OmV,—Y mGA OVe
=1 =1
ts
n
puisqued m GA; = 0.
=1

Théoréme de Koenig pour I'énergie cinétique
Avec les notations précédentes, I'énergie du systeme dans le repere considéré vaut :

1< 2_1¢ 2
S>> mVit=25 m (v +Ve)
2|:l 2|:l

n n n

:% Ruls +% Y m Ve + Y m<v,Ve> ol <, > désigne le produit scalaire
1=1 =1 =1

1 n 1 n n

53 m w? +5m V& +<Y mv,Ve> ol <, > désigne le produit scalaire
= =1 =1

n n
oervi:%ZmGAizo
1=1 1=1

-18-



m VG2

M s

ig 2_1g 2,1
O 2i:Zlmv. —zi:ZlmV. *5

=1
L'énergie cinétique du systeme est égal a la somme de I'énergie cinétique du barydehéreeagie
cinétique du systeme dans le repére lié a G.

3— Sous-espaces affines

DEFINITION :

SoitMo un pointde E et F un sous—espaceectorielde E. On appellesous—espacaffine ou variété
linéaire affine passanipar My de direction F I'ensembledespointsM tels que MM appartiennea
F. On le note M+ F.

Si F est une droite vectorielle engendréegpar V, My + F est appeléedroite affine et est égal a
M |[MM =aV}={M =M, +aV}.

Si F est un plan vectoriel engendrépar (U, V), My + F est dit plan affine et est égal a
{M |[MM =aU +BV} ={M =M, +aU +V}.

Si F ={0}, alors My + F = {Mg}.
SiF=E,alorsM+F=E

Si F estun sous-espaceectorielde E, inclus dansun sous-espaceectoriel G de E, alorstout sous-
espace affine i+ F sera dit paralléle a tout sous-espace affine Ka.

PROPOSITION :
Soit B et C deux sous—espaces affines de direction respectives F et G. Alors, oo lienB, ou
bien Bn C est un sous—espace affine de directiom 6.

Démonstration
En effet, si M est un pointde B C, alorsBn C={M | MM O F n G}

PROPOSITION :

Soient(A)io une famille de points d'un espaceaffine. L'ensembledes barycentrede ces points
affectésde coefficients quelconquesforme un sous—espaceaffine appelé sous—espaceaffine
engendré par les (A Ce sous—espace affine est le sous—espace affine passant pacaspoints
et de direction le sous—espaceectoriel engendrépar les vecteurs(AA,, ..., AjA,). C'estle plus
petit sous—espace affine contenant la famille de points (A

Démonstration
NotonsB le sous—espacaffine passanpar A; et de directionF le sous—espaceectorielengendré
par A:A,, ...,A1Ay). Tous les Asont éléments dB.

Si G est barycentre desi(A), avecy A; =1, alors :
G=> AMA O AIG=3 A AA est élément dE
ce qui prouve que G est élémentRle

Inversement, si G est élémentBlealors il existe des;, 2<i < n, tels que :

-19-



n
AiG =) A AA
1 ; i M\

Si l'on poseA; = 1 — A, — ... — A, alorsI'égalité précédenteest équivalentea écrire que G est
barycentre des (A\), 1<i<n.

Enfin, soitC un sous—espace affine contenant legMors la directionde C contientF, et C contient
B, puisqu'il ne peut lui étre strictement paralléle, puisgu'ils ont des points en commun.

EXEMPLE: Le théoréme de Ménélaus (fin dlsiecle)
Il s'‘énonce :
Soit un triangle ABC, et trois points distincts de A, B et C : P sur (AB), Q sur (BC) et R sur (AC).

P

Alors P, Q et R sont alignés si et seulement si :

PA, QB RC_,
PE QC RA

Dans la notation ci-dessus,lgA désignela mesurealgébriquedu couple (P,A). Il s'agit de la
composantelu vecteurPA suivantun vecteurdirecteurde la droite (AB). Cettemesuredépenddu

vecteur directeur choisi, mais le quotigﬁt n'‘en dépend pas.

Pourmontrerque cetteconditionestnécessairepn peutraisonnersur les coefficientsde P, Q et R,
commebarycentresle A, B et C. Si A, B et C ne sontpasalignéset si on imposea la sommedes
coefficients d'étre égale a 1, il y a en effet unicité des coefficients. Cela est équivalent a faire un calcul
vectoriel, mais préserve la symétrie des réles joués par A,B,CouP,Q, R :

A B C
P p 1p 0
Q 0 q 1-q
R=AP + (1-2)Q 1+ =Ap 0 =A(1p)+(1-A)q r =(1-A)(1-q)

On en déduit que = ——q—, d'our =
1-p—q

1pq
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Par ailleurs &‘ = _klf_” @ -_1- etlg_c -1

Pac R ]

D'ou le résultat.

La réciproque se montre de la fagon suivante :

Soient P, Q, R trois points vérifiant la relation, et soit R' l'intersedidQ) et (AC). Alors P, Q et
R' vérifient égalementa relation,ce qui prouvequeR et R' sontles mémesbharycentreselativement
a A et C. lls sont donc égaux.

4— Parties convexes

DEFINITION

Une partie C d'un espaceaffine A estdite convexesi, pour tout point M et N de C, le segment
[M,N] est inclus dans C

Le segment[MN] est défini comme étant 'ensembledes barycentresde M et N a coefficients
positifs.

EXEMPLES: Un disque,un sous—espacaffine, un demi—plan.Les partiesconvexesle R sontles
intervalles.

PROPQOSITION :

Soit (G)ig une famille d'ensembles convexes. AloiS; est un convexe.
La démonstration se déduit directement de la définition sans difficulté.

Annexe : un exemple de changement de repere, l'effet Doppler-Fizeau et le
paradoxe des jumeaux

» Effet Doppler en mécanigue classique

Considérongdeux repéereOx et Ox' en translationl'un par rapporta l'autre a la vitesseV. O' se
déplaceparrapporta O dansle sensdesx croissanta la vitesseV, et symétriquementQ de déplace
par rapport a O' dans le sens Hedécroissant, a la vitesse —V.

v

[0 Considéronsineimpulsionémisepar O' périodiguemense propageantansle milieu lie¢ a O ala
vitessec (casdu sonémispar un véhiculeO' en mouvementget recupar un observateu© immobile
par rapporta I'air ambiant).Si uneimpulsionestémisepar O' a l'instantt alorsque O' setrouveen
x>0, O recevra cette impulsion a l'instant :

T=t+

O IXx
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En effet, il faut ajouterat la duréependantlaquellele signal se propagede O’ en O. (Si x était

X

négatif, il faudrait écrire T £+ ?).

L'impulsion suivanteest émisea l'instantt + At, alorsque O' setrouveenx + Ax = x + VAt. O
recevra cette impulsion en :

=T +AT

t+At+x+VAt
C

ce qui donneAT = (1 + %) At. En ce qui concernela fréquenceémisef. et la fréquencerecuef;,

inverse des périodes, on a :

f

f=—=| (eq.)
1+<

C

Ainsi, siV > 0, autrementit, si O' s'éloignepn a l'impressionque,vuesde O, lesimpulsionsrecues
ont unefrégquencenférieurea celle desimpulsionsémisespar O'. S'il s'agitd'un son[Doppler], O

recevra un son plus grave que celui émis par O' (cas d'une sirene d'ambulaliteigne) S'il s'agit
de lumiére [Fizeaul], celle-ci seradécaléevers le rouge dansle repereO par rapporta la lumiere
émisedansle repereO' (décalagevers le rouge des galaxiesdansla théorie de I'expansionde

I'Univers).

Au contraire,siV < 0, autrementlit si O' serapprochela fréequenceestpluselevée Le sonestplus
aigu. La lumiére est décalée vers le bleu.

[0 Considéronsnaitenantun signalémispar O et recu par O'. Si uneimpulsionestémisepar O a
l'instantt alors que O' se trouve & 0, O' recevra cette impulsion a l'instant T tel que :
(T —t) =x+ V(T —t)
condition pour laquelle le signal et O' se trouve au méme endroit et au méme instant T. On a donc :
X
T=t+ oV
On aurait pu aussionsidérequele signalsedéplacea la vitessec — V dansle reperelié a O, cequi
conduit au méme résultat.
L'impulsion suivante est émise par OtenAt alorsquela distanceséparanO et O' estx + V At. Le
signal est recu par O' en :

T+AT =t + 4t + XV AL
c-V
: _ V _ 1 o
ce qui donn@T = (1 + ) At =—— At soit :
-V 1_!
c

=1 (1-9) | (ca.2

L'interprétation est que le décalagede fréquence sonore ou lumineuse est la méme que
précédemment.es formulessontcependantifférentesdansles deuxcas,car le problémen'estpas
symétrique. O est immobile dans le milieu dans lequel se propage le signal, et non O'.

» Effet Doppler en mécanique relativiste
Franchementgst-cebien sérieuxde parler de mécaniquerelativiste a ce niveaud'étude? Tss!
Tss!
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Lesformulesprécédentesontvraiespour le son,maisfaussegourla lumiereou les ondesélectro-
magnétiqueskEn effet, celles-cise déplacenta la vitessec aussibien dansle repereO que dansle

repereQ'. Cette constatationexpérimentalea conduita la naissancele la théorie de la relativité

restreinte Pourexpliquermathématiquemerte phénomenel a fallu renonceraux changementde

repereautilisésprécédemmentenoncer la notion de simultanéitédesévénementdansdesreperes
différents, et pour cela introduire un tempspropre a chaquerepéere(t pour O, t' pour O"). Les

changementde repéreautiliséssontdonnésdansle fichier FPLSVAR2.PDFdu coursde deuxieme
annéemais ne seront pas utiles ici. Nous admettronssimplementdeux conséquencesle ces
changements de repeéres, la dilatation des temps et la contraction des longueurs.

Un intervallede tempsAt' observépar O' n‘aurapasla mémeduréepour O. Ce dernierle verrasous

la forme At = L. De méme,un intervallede tempsAT observépar O seravu par O' avecla
1-
e
durée AT' = L. La symétrie entre les deux observateursest totale. Les deux formules
-z

précédentese sont pascontradictoirescar les deux expériencesont différentes.Dansle premier
cas,on observeparexempleunehorlogeimmobile parrapporta O' et mobile parrapporta O ; dans
le deuxiémecas,on observeune horloge mobile par rapporta O' maisimmobile par rapporta O.

Chacunverral'horloge de l'autre tourner plus lentementque la sienne.Ce phénoménene doit pas
paraitre plus surprenantque le fait que deux voisins éloignéshabitant deux maisonsidentiques
verront pourtant la maison de l'autre sous un angle de vision plus petit que la sienne propre.

Quantala contractiondeslongueursglle s'exprimecommesuit. Une réglede longueurAl' observée

par O' danssonrepéreseravue par O avecla longueurAl = Al' A /1 —\—éz. De méme,unereglede

longueurAL observée par O dans son repére sergpau®' avecla longeurAL' = AL A /1 —\—éz. Si

les deuxreglessontidentiques celasignifie que chacunverrala regle de l'autre plus courteque la
sienne.La nonplus,il n'y a pasde contradictioncar, les deux expériencesontla aussidifféerentes.
Dansle premiercas,O doit repérer'endroitou setrouventles deuxextremitésde la reglede O' au
mémeinstantt, alorsquedansle secondcas,c'esta un instantdonnét’ que O' fait sesmesuresOr
dire que deux événements se fontr@meinstantt n‘estpaséquivalenta dire qu'ils sefont au méme
instantt'.

Observons maintenant comment sont modifiées nos considérations sur I'effet Doppler :

[0 Considéronaune impulsion émisepar O' périodiguementse propageant la vitessec. Si une
impulsion est émise par O' a l'instérgour O' et pour O, alors que O' se trouveen 0, O recevra
cette impulsion a l'instant :

T=t+2
C

~

L'impulsion suivanteest émisepar O' a l'instantt' + At', maisdu fait de la dilatation destemps,la
deuxiemeimpulsion est émise dansle repereO non pas aprésun intervalle At', mais apresun
At

\/1 —V3c?

intervalleAt = . O' se trouve alors et+ Ax = x + VAt et O recevra cette impulsion en :
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t+At+

X+ VAt
C

ce qui donn@T = (1 +%) At ou encoré\T = At'

L'interprétationest que le décalagede fréquencdumineuseestla mémeque dansle casclassique,
2

mais la formule est léegerementdifférente. Elle difféere d'untermeen \—éz par rapporta la formule

classiqueLesrblesde O et O' étantici parfaitemensymétriquesla formule estanaloguesi c'estO

qui émet le signal.

» Le paradoxe des jumeaux

Il estd'usageale présentece paradoxea l'aide de jumeaux,l'un qui voyagependantjuel'autrereste
sur Terre. Nous préféronsutiliser commepersonnagese Liévre et la Tortue ©. Pendantque la
Tortue resteimmobile, le Liévre court a la vitesseV sur une longueurL puis fait demi-tourpour
revenirversla Tortue. En relativité restreinte,on montreque la Tortue a vieilli davantageque le
Lievre. Cela est souvent présenté comme paradoxal car du point de vue du LieveeTl afése qui
s'éloignepuis qui revient. En fait, il n'y a passymétrieentre les deux personnagesar le Lievre
changede repéregaliléenen coursde trajet et pasla Tortue. Leur situationestdonc différente, et
effectivement]e tempss'écouladifféremmentpour'un et pour l'autre.Bien évidemmentcelaestun
effet relativiste et rien de tel n'apparait en mécanique classique.

Nous supposerongjue le Lievre et la Tortue émettenttous deux chaquesecondeune impulsion
lumineuse.Cela permeta chacund'eux de mesurerle temps écoulé chez l'autre en comptantle
nombre d'impulsions. Bien évidemment, il faudra tenir compte de l'effet Doppler.

Montrons d'abord que, dans le cas classique,le nombre d'impulsions émisespar chacun des
protagonistes est le méme.

[0 Pointdevueclassiquedu Liévre: le Liévre atteintla borneenle temps%. Comptetenude I'effet
Doppler,il recoitdesimpulsionsde la Tortue a la fréquencel —% (eq.d. Le nombred'impulsions
recuesestdoncn, :% (1 —%). Le Lievre fait demi-touret revientau départenle temps%, maisles
impulsionsrecuessont cette fois a la fréequencel + % (V a changéde signe).ll recoit donc un
nombred'impulsionsn, :% a+ %). Le nombretotal d'impulsionsémisesparla Tortue et recuepar

le Liévre est dono; +n, = 2%, qui n'est autre que le temps écoulé sur I'horloge de la Tortue.
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[0 Point de vue classiquede la Tortue: la Tortue voit le Lievre partir. Elle recoit de sa part des
1

impulsionsa la frequence—— (eq.]), jusqu'ace quele Lievre fassedemi-tour.Mais la Tortue ne

1+Y
C

sauraqu'il a fait demi-tourqueIorsqu'eIIerecevraI'impuIsion émisepar le lievre lorsqu'il atteintla

( _L

V V Y
c

borne. Cela se produit a I'inst%;ut—k% et elle aura recn;' = impulsions Elle voit

1+

alorsle Liévre courir pendante tempsrestan% - L, tempsdurantlequelil envoiea la Tortuedes

impulsionsqu'ellerecoita la frequenceLV Elle recoitdoncn,’ = (— ——) 1V \L/ impulsions.
1—— 1-2
c c

Le nombred'impulsionsémisespar le Lievre et recueparla Tortueestdoncde 2 % tempsmesuré

sur I'horloge du Lievre. Dans les deux reperes, le temps écoulé %t de 2

Voyons maintenant ce qu'il en est en mécanique relativiste.
O Point de vuerelativiste du Lievre : Le Lievre voit la bornesituéea une distancelL de O et en

mouvemenpar rapporta lui a la distancel' = - /1 —\—éz L (contractiondeslongueursdu point de

vue de O) et l'atteint donc en le tenh'ps% =A /1 \—éZ% Il recoit des impulsions de la Tortue a la

= (1 ——) impulsionsde la

pendantequelil recoit

1+2

Ny = A /1 —\—éZ% \(/: v a1+ —) impulsions.En effet, la frequencedesimpulsionsrecues
1-XL
c

1+Y

est cettefois de —\(/: Le nombred'impulsionsémisespar la tortue estdonc 2 % égalau
1-XL
c

temps écoulé sur I'horloge de la Tortue.

[0 Point de vuerelativistede la Tortue: La Tortue voit le Lievre partir. Elle ne sauraqu'il a fait
demi-tourque lorsqu'ellerecevralimpulsion émisepar le lievre lorsqu'il atteintla borne. Cela se

Y

C
—— elleaura

1+Y
C

O_II_

Recevant du Liévre des impulsions a la fréqu

<||—

produit a l'instant =
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recun;' = (% + %)

temps restant% - % tempsdurantlequelil envoiea la tortue desimpulsionsqu'elle recoit a la

fréquenc
impulsions.Le nombred'impulsionsgmisesarle Liévre estdoncde 2 % A / 1 —\—éz. Pourla Tortue,

ce nombred'impulsionsest égal au tempsécoulésur I'horloge du Liévre. Le Lieévre a moins vieilli
gue la Tortue puisquele nombred'impulsionsgu'il a émisesest inférieur au nombred'impulsions
émises par la Tortue.
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